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我的名字叫何宜鴻，目前就讀於新竹市立光華國中三年級，對於科展，國小

雖已有了些許經驗，但是報名數學科，這還是第一次，因此讓我格外興奮。 

從小，我就對數學方面有特別興趣，也在數學課業上，有比較好的表現。我喜歡

享受解題的樂趣，尤其是戰勝一道又一道的難題時，那專屬於自己的成就感，不

是用言語可以表達的喜悅。 

這一次的科展，對我來說是一個很棒的體驗，從中，我學到了許多研究的方

式與技巧，也從點線面中體會了幾何的奧妙活力。特別要感謝我的父母、老師、

學校給予了我這一次的機會和他們的辛勤指導、支持與鼓勵，因為他們，我才能

度過一次又一次的困難與危機。對大家來說，這可能只是茫茫報告海中一片不起

眼的碎片，對我而言，卻是最珍貴的一份屬於我的寶物。 
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摘要 

  William Johnston 和 Joe Kennedy 首先以切割重組的方式提出了任意三角

形的面積為第 3,1 組同向切割線所得到中央三角形面積的 7 倍(即 3

3 3,1

7A
A  

 )。

本研究將此方法性質加以推廣，我們證明了任意三角形其
2 2

3
2

3 , ( 2 )n m

A n mn m
A n m 

 



，

而在推廣至任意四邊形時，由於公式十分龐大複雜，無法化簡，因此我們退而求

其次，證明了任意梯形第 ,1n 組與第 ,n m 組同向切割線所切割出的面積與

線段比例特性。最後，我們也分析探討任意梯形當b d 時(即平行四邊形)以及任

意正 r 邊形其第 ,n m 組同向切割線之性質。 
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Abstract 

William Johnston and Joe Kenndy cut and combined a triangle to illustrate that 

the area of a triangle is 7 times of the little triangle, which the 

same-direction-tangent-line <3,1> cut( 3

3 3,1

A
A  

=7). In this report, we popularize this 

property.  We proved arbitrary triangle 
2 2

3
2

3 ,

2
( 2 )n m

A n m m
A n m 

 



, yet, when we 

popularized to arbitrary quadrilateral, the formula of it is very long and complicated, it 

can’t be simplified.  Because of that, we returned and asked the second ones, we 

proved trapezoid 4

4 ,1n

A
A  

、 4

4 ,n m

A
A  

and computed the ratio of line segment. Finally, we 

analyze parallelogram’s and regular polygon’s property. 
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壹、研究動機 

著名的數學雜誌期刊 Proof Without WordsⅡ中，William Johnston 和 Joe 

Kennedy 在”Heptasection of a triangle”本篇文章中，首先提出了關於三角形

的等分切割與重組的問題，在文章中作者以重組拼圖的方式，說明了任意三

角形的面積為第 3,1 組同向切割線所得到的中央三角形面積的 7 倍，其步

驟順序分別如下圖(a)、(b)、(c)、(d)所示；然而文章中並沒有充分說明解決

之方法及原理，這引發我們了的好奇；因此本研究將以不同角度方法，重新

探討詮釋此問題，並將性質加以推廣。 

                         

(a)      (b) 

                        
(c)                      (d) 

貳、目的 

(1)探討任意三角形其第 ,n m 組同向切割線之性質。 

 (2)探討任意梯形其第 ,1n 組與第 ,n m 組同向切割線之性質。 

 (3)探討平行四邊形其第 ,n m 組同向切割線之性質。 

    (4)探討任意正 r 邊形其第 ,n m 組同向切割線之性質，並對其極限值做探

討。 
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參、研究過程 

一、定義： 

    （一）同向切割線： 

          任意 r 邊形，將其所有邊分成n等分，將每個頂點連接至下一邊

順時針方向數來的第m個等分點，我們稱為第 ,n m 組同向切

割線。例如：圖(一)為一任意三角形的第 3,1 組同向切割線。

而第 ,n m 組同向切割線所切割出來的中央多邊形面積我們將

以符號 ,r n mA  表示(原 r 邊形面積則以 rA 來表示)。 

 

圖一 任意三角形的第 3,1 組同向切割線 
 

    二、探討三角形同向分割的幾何性質： 

透過上述的定義，我們先來探討 Proof Without WordsⅡ中的 Heptasection 

of a triangle 問題，該問題其實是求 3

3 3,1

A
A  

之比例問題，底下我們將用不同方

法來處理證明： 

我們先將標示出頂點(如下圖二所示)，並連接 BF 。 



 3

 

                           （圖二） 

我們令 ABC a  、 AFC x  、 AHF y  、四邊形BHFI w 、

FIC z  。 

    1.  ABG AIC BCH     

       ( ) ( ) ( )ABD ADG AFC FIC BCE BHE             

       ABD AFC BCE DEF a        

       DEF ADG BHE FIC      

    2.  1
3

x z w z a     

        x w   

        3 3
2 2

x BFC z z
y BHF w z x z


  
  

 

        由上述條件可列出下列聯立方程式 

      

2 ..........( )
3
1 ...........( )
3

3 ..........( )
2

x y a A

x z a B

x z C
y x z


 


  

  

 

       由(C) 我們令 3x zl 、 ( 2 )y x z l   代入 ( )A  

F

E

D

I

G

H

B C

A
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       x y  13 ( 2 ) ( ) .............( )
3

zl x z l l x z al D      

比較(A)、(D)兩式可得 2l   

        3 6x zl z  代入 ( )B  

        1
21

z a FIC   ，同理
1
21

BHE ADG z a      

        13
7

DEF ADG BHE FIC z a          

        3

3 3,1

7A ABC
A DEF 


 


  

接下來，我們試著去推廣，探討第 ,1n 組同向切割線所形成的 3

3 ,1n

A
A  

比值問題。 

                  
 
同樣的方法，令 ABC a  、 AFC x  、 AHF y  、四邊形BHFI w 、

FIC z   

     1.  3aABG AIC BCH
n

       

        ( 3)a nADG BEH FIC DEF
n


         

E F

D

I

G

H

B C

A
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     2.  ax z w z
n

     

        x w ，又
( 1) ( 1)

x BFC nz nz
y BHF w n z x n z


  
    

 

         由上述條件可列出下列聯立方程式： 

       

( 1) ..........(1)

....................(2)

..........(3)
( 1)

a nx y
n

ax z
n

x nz
y x n z

 
 


  

   

 

       令 x nzr 、  ( 1)y x n z r    代入 (1)  

            x y    ( 1)( 1) ( ) ..........(4)a nr nz x n z r x z
n


        

         (2)代入 (4)  

        1r n   

        ( 1)x nzr n n z   代入 (2)  

        2( 1) ( 1) ax z n n z z n n z
n

         

        2( 1)
az FIC

n n n
  

 
，同理 

          2( 1)
aBHE ADG z

n n n
    

 
 

        ( 3)a nDEF ADG BEH FIC
n


         

          2

3 ( 3)
( 1)

a a n
n n n n


 

 

2

2

3 ( 3)( 1)
( 1)

a a n n n
n n n

   


 
 

          
2

2

( 2)
1

a n
n n




 
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       
2

2

1
( 2)

ABC n n
DEF n

  


 
 

 定理一：任意三角形，其原三角形面積 3A 與第 ,1n 組同向切割線所切割出來

的三角形面積 3 ,1nA  比值為定值，其定值為
2

3
2

3 ,1

1
( 2)n

A n n
A n 

 



。

  

 

有了定理（一）之後，將三角形第 ,1n 組同向切割線推廣至將三角形第

,n m 組同向切割線： 

 研究（二）：任意三角形第 ,n m 組同向切割線所切割出來的圖形。 

             試求： 3

3 ,

?
n m

A
A  

  

             

                            （圖三） 
 

  連 BF ，令 ABC a  、 AFC x  、 AHF y  、四邊形BHFI w 、

FIC z  。 

  以下是針對研究（二）的討論： 

 1. 3maABG AIC BCH
n

       

   ( 3 )a n mADG BEH FIC DEF
n


         

E F

D

I

G

H

B C

A
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      max z w z
n

     

     x w ，又 ( ) ( )

n n
x BFC m m

z n m z n my BHF w x
m m


  

   
 

      由上述條件可列出下列聯立方程式： 

      

1

2

3

( ) ..........( )

...................( )

..........( )( )

a n mx y G
n

max z G
n

n
x m Gz n my x

m



 

 

  




  


 

      令 nzrx
m

 、
( )z n my x r

m
    

，代入 1( )G  

     ( ) ( )( )nz z n m rma a n mx y r x r x z
m m n n

           
 

     n mr
m


  

     2

( )nzr nz n mx
m m


  代入 2( )G  

    
2 2

2

n mn m max z z
m n

  
   

 
 

    
2 3

2 2 2 2( )
( )

m m amz a
n n mn m n n mn m

  
   

 

      同理∆ܧܪܤ ൌ ܩܦܣ∆ ൌ ݖ ൌ ௔௠య

௡ሺ௡మି௠௡ା௠మሻ
。 
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ܨܧܦ∆ .2    ൌ ݖ3 ൅ ௔ሺ௡ିଷ௭ሻ

௡
 

     
3

2 2

3 3
( )

m n ma
n n mn m n
 

    

3 2 2

2 2

3 ( 3 )( )
( )

m n m n mn ma
n n mn m

    
    

 

     
2

2 2

( 2 )a n m
n mn m




   


2 2

2( 2 )
ABC n mn m
DEF n m

  


 
 

定理二：任意三角形，其原三角形面積 3A 與第 ,n m 組同向切割線所切割出來

的三角形面積 3 ,n mA  比值為定值，其定值為
2 2

3
2

3 , ( 2 )n m

A n mn m
A n m 

 



。 

 

   三、探討四邊形同向分割的幾何性質： 

研究（三）： 探討任意梯形（如圖（四））。試求：原四邊形面積 4A 與第 ,1n 

組同向切割線所切割出來的四邊形面積 4 ,1nA   之比值。 

                       

圖(四) 

     將研究（三）分成以下幾點討論： 

    （一）第 2,1 組同向切割線： 

      將研究座標化。令原點 (0,0)C  、 2AD a 、 2AB b 、 2BC c 、

2CD d 、高 2BM h （如圖（四）） 

M

E
F

J

GH

K

I

L

D C

A B
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        1. 連 AC  

         ABJ ACJ DCL ACL     、  

         1
2AJCL ABCDS ABJ CDL S      ，同理 

1
2IBKD ABCDS AID BCK S      

         ( )EFGH ABCDS S ABJ BCK CDL AID            

                  ( )AIE BJF CKG DLH        

                 AIE BJF CKG DLH         

        2. ( ,0)K d  、 ( 2 ,0)D d  、 2BM h  

          ( cot 2 , )L h D d h   、 ( 2 cot , 2 )B h C h    

          由點斜式： 0 0( )y y m x x   可知 

          :
cot 2

hxCL y
h D d


 


、

2 ( ):
2 cot

h x dKB y
h C d



  


 

          欲解點G  解
1

2

..........( )
cot 2

2 ( ) ........( )
2 cot

hxy D
h D d

h x dy D
h C d

   
  
   

  

                        1 2( ) ( )D D  

          2 ( ) 0
cot 2 2 cot

hx h x d
h D d h C d


 

   
 

          2 2
cot 2 2 2 cot

h h hdx
h D d hcot C d d h C
         

 

         
22 (cot cot ) 5 2

( cot 2 )(2 cot ) 2 cot
h C D hd hdx

h D d h C d d h C
    

       
 

          2 (2 cot )
2 (cot cot ) 5

d d h Dx
h C D d

 


   
 代入 1( )D  
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          2
5 2 (cot cot )

hdy
d h C D


   

 

         在 CKG 中KC 上的高為
2

5 2 (cot cot )
hd

d h C D   
 

         
2

5 2 (cot cot )
hdCKG

d h C D
 

   
 同理 

2

5 2 (cot cot )
hbAIE

b h A B
 

   
 

        3. ( ,0)K d  、 ( 2 ,0)D d  、 2BM h  

          (2 cot 2 , 2 )A h D d h   、 (2 cot 2 , 2 )I h D b d h     

           由點斜式： 0 0( )y y m x x   可知 

          2 ( 2 ):
2 cot

h x dDI y
h D b




 


，又 :

cot 2
hxCL y

h D d


 


 

           欲解點H  

         解
1

2

2 ( 2 ) ..........( )
2 cot

..........( )
cot 2

h x dy E
h D b

hxy E
h D d

   

 
  

  

             1 2( ) ( )E E  

          2 ( 2 ) 0
2 cot cot

h x d hx
h D b h D


 

  
 

          2 4
2 cot cot 2 2 cot

h h hdx
h D b h D d h D b

         
 

          4 4
(2 cot )( cot 2 ) 2 cot

hd bh hdx
h D b h D d h D b

 
       

 

          4 ( cot 2 )
4

d h D dx
d b
 




 代入 2( )E  
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          4
4

dhy
d b




 

          DHL DCL DHC     

            

422 4
2 2

dhddh d b


 
4
bdh
d b




 同理
4
bdhBJF
b d

 


 

        4. 
2

5 2 (cot cot )
hdKGC

d h C D
 

   

2

5 2( cot cot )
hd

d h C h D


   
 

           
2

5 (2 2 )
hd

d d b


 

2

3 2
hd
d b




 

           AIE
2

5 2 (cot cot )
hb

b h A B


   

2

5 2 (cot cot )
hb

b h C D


   
 

           
2

5 (2 2 )
hb

b d b


 

2

3 2
hb

b d



 

          EFGHS CKG AIE BJF DLH      

           
2 2

3 2 3 2 4 4
hd hb bdh bdh
d b b d b d d b

   
   

 

           
3 3

2 2 2 2

3 ( ) 2( ) 5 ( )
6 13 6 4 17 4

bd b d b d bd b dh
b bd d b bd d

    
      

 

           

4 3 2 2 3 4 3 2 2 3

4 3 2 2 3 4

(8 38 33 38 8 ) (30 65 30 )( )
(24 154 269 154 24

b b b d bd d b d b d bdh b d
b b d b d bd d

       
       

 

           
4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

( )(8 68 98 68 8 )
24 154 269 154 24

h b d b b b d bd d
b b d b d bd d
    


   

 

          4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

2 ( )
( )(8 68 98 68 8 )
24 154 269 154 24

ABCD

EFGH

S h b d
h b d b b b d bd dS

b b d b d bd d




    
   

 

           
4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

48 308 538 308 48
8 68 98 68 8

b b d b d bd d
b b b d bd d
   


   
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        5. 求出 ABCD

EFGH

S
S

的範圍：  

            ABCD

EFGH

S
S

4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

48 308 538 308 48
8 68 98 68 8

b b d b d bd d
b b b d bd d
   


   

 

            
4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

4 16 24 16 45
4 34 49 34 4

b b d b d bd d
b b d b d bd d

   
 

   
 

            
4

4 3 2 2 3 4

4( )5 5
4 34 49 34 4

b d
b b d b d bd d


  

   
 

            ABCD

EFGH

S
S

2 2

4 3 2 2 3 4

25 (2 2 )6 6
4 34 49 34 4

bd b bd d
b b d b d bd d

 
  

   
 

          4

4 2,1

5 6ABCD

EFGH

S A
S A  

  
    

     接著我們將第 2,1 組同向切割線推廣至第 ,1n 組同向切割線 

    （二）第 ,1n 組同向切割線： 

 

圖(五) 

      將研究座標化。令原點 (0,0)C  、 AD na 、 AB nb 、BC nc 、

CD nd 、高BM nh （如圖（五）） 

1. 連 AC  

   ( 1)ACJ n ABJ    、 ( 1)ACL n CDL     

   ( 1)( )AJCLS n ABJ CDL      同理

M

H G

F

E

K

J

I

L

D C

A B
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( 1)( )IBKDS n AID BCK      

           ( )EFGH ABCDS S ABJ BCK CDL AID           

                  ( )AIE BJF CKG DLH        

                2
ABCD

nAIE BJF CKG DLH S
n


        
 

2. ( ,0)K d  、 ( ,0)D nd  、BM nh  

  ( cot , )L h D nd h   、 ( 3 cot ,3 )B h C h    

   由點式： 0 0( )y y m x x   可知 

  :
cot

hxCL y
h D nd


 


、

( ):
cot

nh x dKB y
nh C d



  


 

   欲點G  

   
...........(1)

cot
( ) .........(2)

cot

hxy
h D nd

nh x dy
nh C d

   
  
   

 

      (1) (2)  

   ( ) 0
cot cot

hx nh x d
h D nd nh C d


 

   
 

   
cot cot cot

h nh nhdx
h D nd nh C d d nh C
         

 

   
2 2(cot cot ) ( 1)

( cot )( cot ) cot
nh C D n hd nhdx

h D nd nh C d d nh C
     

       
 

   2

( cot )
(cot cot ) ( 1)

nd nd h Dx
nh C D n d

 


    
代入 (1)  

   2( 1) (cot cot )
ndhy

n d nh C D


    
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   在 CKG 中KC 上的高為 2( 1) (cot cot )
ndh

n d nh C D    
 

   
2

22( 1) 2 (cot cot )
nd hCKG

n d nh C D
 

    
  

同理  
2

22( 1) 2 (cot cot )
nb hAIE

n b nh A B
 

    
 

3. ( ,0)K d  、 ( ,0)D nd  、BM nh  

   ( cot , )A nh D nd nh   、 ( cot , )I nh D b nd nh     

    由點斜式 0 0( )y y m x x   可知 

   ( ):
cot

nh x ndDI y
nh D b




 


、 :

cot
hxLC y

h D nd


 


 

    欲解點H  

   解

( ) ..........(1)
cot

.........(2)
cot

nh x ndy
nh D b

hxy
h D nd

   

 
  

 

    (1) (2)  

   ( ) 0
cot cot

nh x nd hx
nh D b h D nd


 

   
 

   
2

cot cot cot
nh h n hdx

nh D b h D nd nh D b
         

 

   
2 2( )

( cot )( cot ) cot
n hd bh n hdx

nh D b h D nd nh D b
   

       
 

   
2

2

( cot )n d h D ndx
n d b

 



代入 (2)  

   
2

2

n dhy
n d b




 

   DLH CDL CDH     
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2

2

2 2

n dhndnd h n d b
    

    22 2
nbdh

n d b



  同理 22 2

nbdhBJF
n b d

 


 

4. 
2

22( 1) 2 (cot cot )
nd hCKG

n d nh C D
 

    
 

    
2

22( 1) 2( cot cot )
nd h

n d nh C nh D


    

2

22( 1) 2( )
nd h

n d nd nb


  
 

    
2

22( 1) 2
nd h

n n d nb


  
  同理

2

22( 1) 2
nb hAIE

n n b nd
 

  
 

   2( )EFGH ABCD
nS CKG AIE DLH BJF S

n


          

    
22 ( )( )

2
n n h b dCKG AIE DLH BJF

n
 

          

2 2

2 2 2 22( 1) 2 2( 1) 2 2 2 2 2
nd h nb h nbdh nbdh

n n d nb n n b nd n d b n b d
   

       
 

      ( 2)( )
2

n n b d h 
  

2 2

2 2 2 22 ( 1) ( 1)
nh d b bd bd

n n d nb n n b nd n d b n b d
 

            
 

2 2

2 2 4 3 2 2 2

( ) ( 1)
2 ( 1) ( 2 4 2 1) ( 1)

nh b d nb n bd
n n n b n n n n bd n n n d
  

           

 

     
2

2 2 4 2 2

( 1) 2
( 1)
n bd n

n b n bd n d


      
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3 3 4 2 2 4 2 3 3 5 4

3 2 4 7 5 4 3 3 8 7 6

( ) ( 1) ( 1) ( 2 4 1) ( 1) (
2 ( 1) ( 4 ) ( 2 4

nh b d n n b n n n n n b d n n n n
n n n b n n n n n b d n n n

          
            

    

3 2 2 2 2 2 4 2 3 3 3 4

2 2 2 7 5 4 3 3 3 2 4

2 4 1) ( 1) ( 2 4 1) ( 1)
4 2 1) ( 4 ) ( 1)

n n n b d n n n n n bd n n d
n n b d n n n n n bd n n n d

         
          

 

   令

3 3 4 2 2 4 2 3 3 5 4 3 2

3 2 4 7 5 4 3 3 8 7 6 2

( 1) ( 1) ( 2 4 1) ( 1) ( 2 4
( 1) ( 4 ) ( 2 4 4

n n b n n n n n b d n n n n n n
n n n b n n n n n b d n n n n

           
           

    
2 2 2 2 4 2 3 3 3 4

2 2 7 5 4 3 3 3 2 4

1) ( 1) ( 2 4 1) ( 1)
2 1) ( 4 ) ( 1)
n b d n n n n n bd n n d k
n b d n n n n n bd n n n d

        
          

 

  4

4 ,1

( )
2

( )
2

n

nb nd nh
A n

nh b d kA k 



 


 令 k 的分母為 L  

  4

4 ,1n

A n
A k 

    

4 2 4 8 6 5 4 2 3 9 8 7 3

3 3 4 2 2 4 2 3 3 5 4 3 2

( 1) ( 4 ) ( 2 4 4
( 1) ( 1) ( 2 4 1) ( 1) ( 2 4
n n n b n n n n n b d n n n n

n n b n n n n n b d n n n n n n
          


          

2 2 2 8 6 5 4 2 3 4 2 4

2 2 2 2 4 2 3 3 3 4

2 ) ( 4 ) ( 1)
1) ( 1) ( 2 4 1) ( 1)

n n b d n n n n n bd n n n d
n b d n n n n n bd n n d

         
        

 

2 3 4 3 3 3 2 2 3 3 3 4

2

1 4 6 4
( 1)
n n b n b d n b d n bd n d
n L
    

 


 

2 3 4

2

1 ( )
( 1)
n n b d
n L
 

 


（可說明 4

4 ,1n

A
A  

只與 , ,n b d 有關與高 ( )nh 無關） 

2 2 2 2 22

3

( 1) ( 1)( 1)
( 1) ( 1)

n n nb n bd ndn n n
n n L

        
 
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
2 2

4
2 3

4 ,1

1 ( 1)
( 1) ( 1)n

An n n n
n A n 

  
 

 
 

定理三：任意梯形，令其中平行的兩邊為b和 d，則原四邊形面積 4A 與第 ,1n 

組同向切割線所切割出來的四邊形面積 4 ,1nA   之比值為： 

       
3 3 4 2 2 4 2 3 3 5 4 3 2

3 2 4 7 5 4 3 3 8 7 6 2

( 1) ( 1) ( 2 4 1) ( 1) ( 2 4
( 1) ( 4 ) ( 2 4 4

n n b n n n n n b d n n n n n n
n n n b n n n n n b d n n n n

           
           

       
2 2 2 2 4 2 3 3 3 4

2 2 7 5 4 3 3 3 2 4

1) ( 1) ( 2 4 1) ( 1)
2 1) ( 4 ) ( 1)
n b d n n n n n bd n n d
n b d n n n n n bd n n n d

        
          

 

       當b d 時(亦即該四邊形為平行四邊形)， 4

4 ,1n

A
A  


2

2

1
( 1)
n
n



 

 

定理四：任意梯形，令其中平行的兩邊為b和 d，則原四邊形面積 4A 與第 ,1n 

組同向切割線所切割出來的四邊形面積 4 ,1nA   之比值，其範圍為： 

        
2 2

4
2 3

4 ,1

1 ( 1)
( 1) ( 1)n

An n n n
n A n 

  
 

 
 

當b d 時(亦即該四邊形為平行四邊形)， 4

4 ,1n

A
A  


2

2

1
( 1)
n
n



 

 

接著探討梯形第 ,1n 組同向切割線所截出來的線段比例 

研究（四）： 任意梯形第 ,1n 組同向切割線（如圖（六））。試求：同向切割

線所截出來的線段比例（即求 : :BF FG GK、 : :CG GH HL、 : :DH HE EI、

: :AE EF FJ ） 
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\ 

圖(六) 

 

1. 求 : :BF FG GK 、 : :DH HE EI  

由研究（四）可知： 

  22 2
nbdhBJF

n b d
 


、

2

22( 1) 2
nd hCKG

n n d nb
 

  
、 

2 2
d nh ndhBCK 

    ，連CF  


22

2 2

( 1)
2 2 2 2 2

dh n n b ndndh n bdhCKF BCK BCF
n b d n b d

         
 

 



2

2

2

2

2 2
( 1)( 1)

2 2

n bdh
BF BCF nbn b d

CKF n n b dKF dh n n b nd
n b d

   
     



 

   

2

2 2 22

2 2 2

2

( 1)2 2

2( 1) 2

n bdh
BF BCF n b n n n bdn b d

nd hCKG d n bdKG
n n d nb

     
 

  

 


2 2 2

2 2 2 2 2

( 1)
( 1) ( 1) ( 1)

BF BF n b n n n bd
n n b n n bd n n dGF KF KG

  
 

    
 

 2 2 2 2 2 2 2: : ( 1) : ( 1) ( 1)BF FG GK n b n n n bd n n b n n bd          

2( 1)n n d   
2 2: d n bd     同理 

 

H
G

F
E

J

I

K

L

B

CD

A



 19

: :DH HE EI  

2 2 2 2 2 2( 1) : ( 1) ( 1)n d n n n bd n n b n n bd          
2 2( 1)n n d   

2 2: b n bd    

只要b、 d 比例恆為定值， : :BF FG GK 、 : :DH HE EI 比例恆為

定值 

2. 求 : :CG GH HL、 : :AE EF FJ  

由研究（三）可知： 

2

22( 1) 2( )
nd hCKG

n d nd nb
 

  
、 22 2

nbdhDLH
n d b

 


、

2
ndhDCL  ，連DG  

         
2 2

22 2( 1) 2( )
ndh n d hDLG DCL DCG

n d nd nb
     

  
 

           
2 2 2

2

( 1)
2( 1) 2( )
n n hd n bdh
n d nd nb

 


  
 

         

2 2

2

2 2 2 2

2

2( 1) 2( )
( 1) ( 1)

2( 1) 2( )

n d h
CG DCG ndn d nd nb

n n hd n bdhDGL nb n dGL
n d nd nb

     
   
  

 

           

2 2

22

2 2

2

( )2( 1) 2( )
( 1)

2 2

n d h
CG DCG nd n d bn d nd nb

nbdhDHL nb n n bdHL
n d b

     
   



 

         
2

2 2 2

( )
( 1) ( 1)( 1)

CG CG nd n d b
n n d n n n bdGH GL HL


 

   
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          3 2 2 2 2: : ( ) : ( 1) ( 1)( 1)CG GH HL n d nbd n n d n n n bd         

            2 2: ( 1)nb n n bd      同理 

            3 2 2 2 2: : ( ) : ( 1) ( 1)( 1)AE EF FJ n d nbd n n b n n n bd         

            2 2: ( 1)nd n n bd      

  只要b、d 比例恆為定值， : :CG GH HL、 : :AE EF FJ 比例恆

為定值 

3. 當該四邊形為平行四邊形時： 

即b d  



3 2 2 2 2 3 2: : : : ( 1) : ( 1)BF FG GK DH HE EI n b n n n b n n b           

   3 2 2 2 2( 1) ( 1)n n b n n b     
2 3 2: nb n b    

   2 2 2 2 2 2 2 2( 1) : ( 1) ( 1) : ( 1)n n b n n n b n n b                

   : ( 1) :1n n n   

: :CG GH HL : :AE EF FJ

3 2 2 2 2 2 2( ) : ( 1) ( 1)( 1)n b nb n n b n n n b         

   2 2 2: ( 1)nb n n b      

2 2 2 2 2 2( 1) : ( 1)( 1) : ( 1)n n b n n n b n b                

: ( 1) :1n n n  : : : :BF FG GK DH HE EI   

故 : : : :BF FG GK DH HE EI : : : :BF FG GK DH HE EI   
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定理五：任意梯形第 ,1n 組同向切割線（如圖（六）），其同向切割線所截 

        出來的線段比例為： 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

: : ( 1) : ( 1) ( 1) ( 1)

:

: : ( 1) : ( 1) ( 1) ( 1)

:

BF FG GK n b n n n bd n n b n n bd n n d

d n bd

DH HE EI n d n n n bd n n b n n bd n n d

b n bd

               
    


               

   

3 2 2 2 2

2 2

3 2 2 2 2

2 2

: : ( ) : ( 1) ( 1)( 1)

: ( 1)

: : ( ) : ( 1) ( 1)( 1)

: ( 1)

CG GH HL n d nbd n n d n n n bd

nb n n bd

AE EF FJ n d nbd n n b n n n bd

nd n n bd

        
      


        

     

 

    而且當b、d 比例恆為定值時， : :BF FG GK、 : :DH HE EI、 : :CG GH HL、

    : :AE EF FJ 之比例亦恆為定值。 

    當b d 時(亦即該四邊形為平行四邊形) 

 : : : :BF FG GK DH HE EI : : : :BF FG GK DH HE EI  : ( 1) :1n n n   

 

接著將梯形第 ,1n 組同向切割線推廣至第 ,n m 組同向切割線 

研究（五）：探討任意梯形（如圖（七））。試求：原四邊形面積 4A 與第 ,n m 

組同向切割線所切割出來的四邊形面積 4 ,n mA  之比值。 

                           M

H
G

F
E

K

J

I

L

D C

A B
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                                   圖(七) 

    將研究座標化。令原點 (0,0)C  、 AD na 、 AB nb 、BC nc 、

CD nd 、 

        高BM nh （如圖（七）） 

1. 連 AC ，對任意四邊形而言 

  ( )EFGH ABCDS S ABJ BCK CDL AID           

   ( )AIE BJF CKG DLH        

   2
ABCD

n mAIE BJF CKG DLH S
n


          

2. 求 CKG 、 AIE ： 

( ,0)K md  、BM nh 、 (0,0)C   

          ( cot , )B nh C nh   、 ( cot , )L mh D nd mh    

    由點斜式 0 0( )y y m x x   可知 

  :
cot

mhxCL y
mh D nd


 


、

( ):
cot

nh x mdKB y
md nh C




 


 欲解點G  

 解

..........(1)
cot

( ) ..........(2)
cot

mhxy
mh D nd

nh x mdy
md nh C

   
  
  

  

    (1) (2)  

  ( ) 0
cot cot

mhx nh x md
mh D nd nh C md


 

   
 

  2 2

( cot )
(cot cot ) ( )

mnd nd mh Dx
mnh C D m n d

 


    
 代入 (1)  

 
2

2 2( ) (cot cot )
m ndhy

m n d mnh C D


    
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   在 CKG 中，KC 邊上的高為
2

2 2( ) (cot cot )
m ndh

m n d mnh C D    
 

  CKG
2

2 2( ) (cot cot ) 2
m ndh md

m n d mnh C D
 

    
 

   
3 2

2 22( ) 2 ( cot cot )
m nd h

m n d m nh C nh D


    
 

   
3 2

2 22( ) 2 ( )
m nd h

m n d m nd nb


  

3 2

2 22( ) 2
m nhd

m n mn d mnb


  
        

   同理 AIE
3 2

2 22( ) 2
m nhb

m n mn b mnd


  
 

3. 求 DLH 、 BJF ： 

( ,0)D nd  、 ( cot , )A nh D nd nh    

          ( cot , )I nh D mb nd nh     

           由點斜式 0 0( )y y m x x   可知 

          ( ):
cot
nh x ndDI y

nh D mb



 


 又 :

cot
mhxCL y

mh D nd


 


，欲解點H  

         解

( ) ..........(1)
cot

.........(2)
cot

nh x ndy
nh D mb

mhxy
mh D nd

   

 
  

 

            (1) (2)  

          ( ) 0
cot cot
nh x nd mhx

nh D mb mh D nd


 
   

 

         
2

2 2

( cot )n d mh D ndx
n d m b

 



 代入 (2)  

         
2

2 2

mn hdy
n d m b




 

          DLH CDL DHC     
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2

2 2

2 2

mn hdndmnhd n d m b


 
3

2 22 2
m nbdh

n d m b



 同理  

3

2 22 2
m nbdhBJF

n b m d
 


 

        4. 4 ,n mA  ： 

          2
EFGH ABCD

n mS AIE CKG BJF DLH S
n


           

3 2 3 2 3

2 2 2 2 2 22( ) 2 2( ) 2 2 2
m nhb m nhd m nbdh

m n mn b mnd m n mn d mnb n b m d
   

      
 

            
3

2 2

2 ( )
2 2 2

m nbdh n m nb nd nh
n d m b n

 
 


 

          將上式化簡成下列式子 

          其中 

3 3 2 2 4 3 2 2 3 3 2 2 3( ) ( )( )x m n n m mn b mn n mn m n m n mn m n m          

3 8 7 2 6 6 2 7 8 2 2 3 2 2 3( 2 4 4 2 ) ( )b d n mn m n m n m m m b d mn n mn m n m          

3 2 2 3 3 3 3 2 2 4( ) ( ) 0n mn m n m bd m n n m mn d        

3 2 3 4 2 4 2 2 3 4 3 3( ) ( ) ( 2 4 ) ( )y m n n m b mn n m n m n m n m b d n m         

5 4 2 3 3 2 4 5 2 2 2 4 2 2 3( 2 4 ) ( ) ( 2 4n mn m n m n m n m b d mn n m n m n m n        

4 3 3 2 3 4) ( )m bd m n n m d    

          4

4 ,

ABCD

n m EFGH

SA x
A S y 

     


2 2 6 2 4

4
2

4 ,

( ) 0
( )n m

A n m m n b d
A n m y 

 
  


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          4

4 ,n m

A
A  

在b d （平行四邊形）時，有最小值
2 2

2( )
n m
n m



 

 

      
3 2 2 2 2 2 22 2

4
3

4 ,

( ) ( )( ) 0
( ) ( )n m

m n m bd mnb n m bd mndAn n m mn
n m A n m y 

         
 

 

         
2 2

4 4
30 0

4 , 4 ,

( )lim lim
( )b d

n m n m

A A n n m mn
A A n m 

   

 
 


 


2 2 2 2

4
2 3

4 ,

( )
( ) ( )n m

An m n n m mn
n m A n m 

  
 

 
 

  定理六： 對任意四邊形（如圖（七））。 

  2
EFGH ABCD

n mS AIE CKG BJF DLH S
n


          

 

定理七： 任意梯形（如圖（七））。 

若 3 3 2 2 4 3 2 2 3 3 2 2 3( ) ( )( )x m n n m mn b mn n mn m n m n mn m n m            

3 8 7 2 6 6 2 7 8 2 2 3 2 2 3( 2 4 4 2 ) ( )b d n mn m n m n m m m b d mn n mn m n m          

3 2 2 3 3 3 3 2 2 4( ) ( ) 0n mn m n m bd m n n m mn d        

  3 2 3 4 2 4 2 2 3 4 3 3( ) ( ) ( 2 4 ) ( )y m n n m b mn n m n m n m n m b d n m           

 5 4 2 3 3 2 4 5 2 2 2 4 2 2 3( 2 4 ) ( ) ( 2 4n mn m n m n m n m b d mn n m n m n m n          

 4 3 3 2 3 4) ( )m bd m n n m d    

 則
2 2 2 2

4
2 3

4 ,

( )
( ) ( )n m

An m x n n m mn
n m A y n m 

  
  

 
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 即 4

4 ,n m

A
A  

在b d （平行四邊形）時，有最小值
2 2

2( )
n m
n m



 

     
2 2

4 4
30 0

4 , 4 ,

( )lim lim
( )b d

n m n m

A A n n m mn
A A n m 

   

 
 


 

 

接著探討梯形第 ,n m 組同向切割線所截出來的線段比例 

 研究（六）： 任意梯形第 ,n m 組同向切割線（如圖（八））。試求：同向切

割線所截出來的線段比例（即求 : :BF FG GK 、 : :CG GH HL、

: :DH HE EI 、  : :AE EF FJ ） 

                               

                                  圖(八) 

1. 求 : :BF FG GK 、 : :DH HE EI  

3

2 22 2
m nbdhBJF

n b m d
 


、

3 2

2 22( ) 2
m nhdCKG

m n mn d mnb
 

  
、

2
mnhdBCK  ，連CF  

          
3 2 2

2 2 2 22 2 2 2
m nbdh n m n bdhBCF

n b m d m n b m d
   

 
 

            

22 2

2 2 2 2

( )
2 2 2 2 2

mnhd n n m b m dmnhd m n bdhCKF BCK BCF
n b m d n b m d

         
 

 

H G

F
E

K

J

I

L

B

CD

A
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          

2 2

2 2

22

2 2

2 2
( )( )

2 2

m n bdh
BF BCF mnbn b m d

CKF n n m b m dKF mnhd n n m b m d
n b m d

   
     



 

            
2 2

2 2 2 22 2

3 2 3 2 2

2 2

( )2 2

2( ) 2

m n bdh
BF BCF mn b n n m mn bdn b m d

m nhdCKG m d mn bdKG
m n mn d mnb

     
 

  

 

          
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( )
( ) ( ) ( )

BF BF m n b mn n m mn bd
mn n m b n n m bd m n n m dFG KF KG

  
 

    
 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2: : ( ) : ( ) ( )BF FG GK m n b mn n m mn bd mn n m b n n m bd            

            2 2 4 2 2 2( ) :m n n m d m d m n bd           同理 

2 2 2 2 2 2 2 2 2: : ( ) : ( ) ( )DH HE EI m n d mn n m mn bd m n n m b n n m bd            

            2 2 4 2 2 2( ) :mn n m d m b m n bd        

只要b、 d 比例恆為定值， : :BF FG GK 、 : :DH HE EI 比例恆為定值 

2. 求 : :CG GH HL、 : :AE EF FJ  

3 2

2 22( ) 2
m nhdCKG

m n mn d mnb
 

  
、

3

2 22 2
m nbdhDLH

n d m b
 


、

2
mnhdDCL   

          
3 2

2 22 2( ) 2
mnhd m nhd nDLG DCL DCG

m n mn d mnb m
      

  
 

            
2

2 2

( )
2( ) 2
mndh n m d mnb

m n mn d mnb

   
  
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          

2 2 2

2 2

22

2 2

2( ) 2
( )( )

2( ) 2

m n hd
CG DCG mndm n mn d mnb

DGL n m d mnGL mndh n m d mnb
m n mn d mnb

     
     

  

 

          
2 2 2

2 22 2

3 2 2 2 2

2 2

( )2( ) 2
( )

2 2

m n hd
CG DCG nd n d m bm n mn d mnb

m nbdhDHL m nb m n m mn bdHL
n d m b

     
   



 


2 2

2 2 2

( )
( ) ( )( )

CG CG mnd n d m b
n n m d mn n m n m bdGH GL HL


 

   
 

          
3 2 3 2 2 2: : : ( ) ( )( )CG GH HL mn d m nbd n n m d mn n m n m bd             

             3 2 2 2 2: ( )m nb m n m mn bd      同理 

 3 2 3 2 2 2: : : ( ) ( )( )AE EF FJ mn b m nbd n n m b mn n m n m bd             

             3 2 2 2 2: ( )m nd m n m mn bd      

3. 當該四邊形為平行四邊形時： 

即b d  


2 2 2 2 2 2 2 2: : : : ( ) : ( )BF FG GK DH HE EI m n b mn n m mn b mn n m b           

   2 2 2 2 2 4 2 2 2 2( ) ( ) :n n m b m n n m b m b m n b          

  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )( ) : ( )mn m n b n n m m n b m m n b                 

  2: ( ) :mn n n m m   

   3 2 3 2 2 2 2: : : : : ( )CG GH HL AE EF FJ mn d m nb n n m b         

   2 3 2 2 2 2 2( )( ) : ( )mn n m n m b m nb m n m mn b           

  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) : ( )( ) : ( )mn m n b n n m m n b m m n b                
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  2: ( ) :mn n n m m  : : : :BF FG GK DH HE EI   

  故 : : : : : : : :BF FG GK DH HE EI CG GH HL AE EF FJ    

    2: ( ) :mn n n m m   

定理八：任意梯形第 ,n m 組同向切割線（如圖（八）），其同向切割線所截 

        出來的線段比例為： 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 4 2 2 2

: : ( ) : ( ) ( )

( ) :

: : ( ) : ( ) ( )

( ) :

BF FG GK m n b mn n m mn bd mn n m b n n m bd

m n n m d m d m n bd

DH HE EI m n d mn n m mn bd m n n m b n n m bd

mn n m d m b m n bd

           
        


           


       

    

3 2 3 2 2 2

3 2 2 2 2

3 2 3 2 2 2

3 2 2 2 2

: : : ( ) ( )( )

: ( )

: : : ( ) ( )( )

: ( )

CG GH HL mn d m nbd n n m d mn n m n m bd

m nb m n m mn bd

AE EF FJ mn b m nbd n n m b mn n m n m bd

m nd m n m mn bd

            
      


            

     

 

     而且當b、d 比例恆為定值時， : :BF FG GK、 : :DH HE EI、 : :CG GH HL、

     : :AE EF FJ 之比例亦恆為定值。 

     當b d 時(亦即該四邊形為平行四邊形)  

: : : : : : : :BF FG GK DH HE EI CG GH HL AE EF FJ  

2: ( ) :mn n n m m   

 

    四、探討正 r 邊形同向切割線之幾何性質： 
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研究（七）： 任意正 r 邊形（如圖（九））。試求：
,

r

r n m

A
A  

 

 

           

     圖(九)       圖(十) 

     將研究（七）分成以下幾點討論： 

       （一）第 2,1 組同向切割線： 

            1. 從正 r 邊形之任意五邊討論（如圖（十）） 

              在 ABC 和 BDE 中 

              AB BD 、
1
2

DE BC BD  、
( 2)180rEDB ABC

r


   


 

              ( )ABC BDE SAS    

             同理 BDE DHI   ， ACB BED   

              在 CGB 和 BDE 中 

              GCB DEB  、 GBC 共角 

              ( )CGB BDE AA   

  ( 2)180rCGB EDB
r


   



 

              在 CGB 和 EFD 中 

              EBD IDH   、 BED ACB  、DE BC  

              ( )CGB EFD SAS    同理 CGB KJA    

J

G
F

K

C

E

I

AH

D B
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              BG AJ 、CG EF  

              ( )FG BE BG EF   ( )AC AJ CG   GJ  又 

( 2)180rFGJ
r


 



 

              故分割線所切割出來的 r 邊形為正 r 邊形 

             2. CGB EFD   CG BG EF BG     

               令BD x 、
1
2

ED x  由餘弦定理可知  

             
2 2

2 cos( )BE BD ED BDED EDB     

                2 2 21 ( 2)180cos( )
4

rx x x
r


  



 

                5 360cos( )
4

x
r

 


 

              ( )BCEF BG CG BG BD DE
BE

       

               

1
32
25 360cos( )

4

x
x

x
r

 




3
5 3604 cos( )
4

x

r






 

              ( )FG BE EF BG    

               5 360 3cos( )
4 5 3604 cos( )

4

xx
r

r

  






 

3601 2cos( )

5 3602 cos( )
4

rx

r

 
 

 
 

 
 




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             
2

2
,

r

r n m

A BD
A FG 

 2
2

2

3605 4cos( )

3602cos( ) 1

rx
x

r


 

 
  
 



 2

3605 4cos( )

3602cos( ) 1

r

r



 

 
 




 

              設 360cos( )k
r




 

       2
,

4 5( ) | 0 1
(2 1)

r

r n m

A kf k k k
A k 


   


為一遞減函數（詳情請見附錄一） 

      ( )f k 在
360cos( ) 0k

r
 



時，有最大值5；在
360cos( ) 1k

r
 



時有最小值

1 

     正 r 邊形第 2,1 組同向切割線
, (max)

, (min)

4 5

1

r

r n m

r

r n m

Ar
A

Ar
A

 

 

   


  



 

接著將第 2,1 組同向切割線推廣至第 ,n m 組同向切割線。 

（三）第 ,n m 組同向切割線： 

 

圖(十一) 

 
        1. 從正 r 邊形之任意五邊討論（如圖（十一）） 

          由（一）可知分割線所切割出來的 r 邊形為正 r 邊形、                      

            ( )BCEF BG BD DE
BE

    。令BD x 、
mxED
n

  由餘弦定理可知 

G

J

F K

C
E

I

AH

D B
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        
2 2

2 cos( )BE BD ED BDED EDB     

           
2 2

2
2

3602 cos( )m x mxx x
n n r

   
 2 2

2

2 360cos( )m n mx
n n r


 


 

          ( )BCEF BG BD DE
BE

     

2 2

2

( )
2 360cos( )

mx
m n xn

nm n mx
n n r


 




 2 2
2

2

( )
2 360cos( )

mx m n
m n mn

n n r








 

          ( )FG BE EF BG    

           
2 2

2 2 2
2

2

2 360 ( )cos( )
2 360cos( )

m n m mx m nx
n n r m n mn

n n r

 
  







 

           
2

2 2
2

2

3602 cos( )

2 360cos( )

n mn mn
rx

m n mn
n n r

 
  
 
 

 
 




 

         
2

2
2,1

r

r

A BD
A FG 



2 2 2 3

2
2

2 2

360( ) 2 cos( )

3602 cos( )

n n m n m
rx

x n mn mn
r

 
     

       




 

           
4 2 2 3

2
2

3602 cos( )

3602 cos( )

n n m n m
r

n mn mn
r

 

 

  
 




 

           設 360cos( )k
r




 

            
4 2 2 3

22
,

( ) 2( ) | 0 1
2

r

r n m

A n n m n mkf k k k
A n mn mnk 

 
   

   
為一遞減函數 
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          （詳情請見附件三） 

               ( )f k 在
360cos( ) 0k

r
 



時，有最大值
4 2 2 2 2

2 2 2( ) ( )
n n m n m
n mn n m
 


 

； 

                在 360cos( ) 1k
r

 


時有最小值
4 3 2 2

2 2

2 1
( )

n n m n m
n mn

 
 


 

              正 r 邊形第 ,n m 組同向切割線 

                

2 2

2
, (max)

, (min)

4
( )

1

r

r n m

r

r n m

A n mr
A n m

Ar
A

 

 

 
   


  



 

定理九：任意正 r 邊形，其第 ,n m 組同向切割線。 

         
4 2 2 3

2
, 2

3602 cos( )

3602 cos( )

r

r n m

n n m n mA r
A

n mn mn
r

 

 

 

  
 




 

       且

2 2

2
, (max)

, (min)

4
( )

1

r

r n m

r

r n m

A n mr
A n m

Ar
A

 

 

 
   


  


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肆、相關研究的比較 

     在全國科展中，我們發現有三篇與同向切割線相關的研究，分別是 49 屆「巢

狀切割對內部子圖的探討」、50 屆「旋切三角形—旋切比能說的秘密」、臺灣 2007

年國際科展「費曼三角形的推廣」。上述的三篇研究都只著重在三角形、平行四邊

形，和正多邊形的面積比例，而本研究除了探究上述幾個主題，還探討了同向切

割線的線段比例、任意梯形的 4

4 ,n m

A
A  

（比其他三篇研究更逼近任一四邊形），幾

種多邊形
,

r

r n m

A
A  

的值區，並將幾種多邊形的
,

r

r n m

A
A  

簡化（由於出發點、定義的不

同，所以本研究推得的公式結果與前人的作品不盡相同）。 
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伍、結論 

   一、任意三角形，其原三角形面積 3A 與第 ,n m 組同向切割線所切割出來的

三角形面積 3 ,n mA  比值為定值，其定值為
2 2

3
2

3 , ( 2 )n m

A n mn m
A n m 

 



。  

   二、任意梯形，令其中平行的兩邊為b和 d ，則原四邊形面積 4A  

       與第 ,1n 組同向切割線所切割出來的四邊形面積 4 ,1nA   之比值為： 

       
3 3 4 2 2 4 2 3 3 5 4 3 2

3 2 4 7 5 4 3 3 8 7 6 2

( 1) ( 1) ( 2 4 1) ( 1) ( 2 4
( 1) ( 4 ) ( 2 4 4

n n b n n n n n b d n n n n n n
n n n b n n n n n b d n n n n

           
           

 

       
2 2 2 2 4 2 3 3 3 4

2 2 7 5 4 3 3 3 2 4

1) ( 1) ( 2 4 1) ( 1)
2 1) ( 4 ) ( 1)
n b d n n n n n bd n n d
n b d n n n n n bd n n n d

        
          

 

當b d 時(亦即該四邊形為平行四邊形)， 4

4 ,1n

A
A  


2

2

1
( 1)
n
n



 

   三、任意梯形，令其中平行的兩邊為b和 d，則原四邊形面積 4A 與第 ,1n 組

同向切割線所切割出來的四邊形面積 4 ,1nA   之比值，其範圍為： 

       
2 2

4
2 3

4 ,1

1 ( 1)
( 1) ( 1)n

An n n n
n A n 

  
 

 
 

當b d 時(亦即該四邊形為平行四邊形)， 4

4 ,1n

A
A  


2

2

1
( 1)
n
n



 

   四、任意梯形第 ,1n 組同向切割線（如下圖），其同向切割線所截 

        出來的線段比例為： 
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2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

: : ( 1) : ( 1) ( 1) ( 1)

:

: : ( 1) : ( 1) ( 1) ( 1)

:

BF FG GK n b n n n bd n n b n n bd n n d

d n bd

DH HE EI n d n n n bd n n b n n bd n n d

b n bd

               
    


               

   

3 2 2 2 2

2 2

3 2 2 2 2

2 2

: : ( ) : ( 1) ( 1)( 1)

: ( 1)

: : ( ) : ( 1) ( 1)( 1)

: ( 1)

CG GH HL n d nbd n n d n n n bd

nb n n bd

AE EF FJ n d nbd n n b n n n bd

nd n n bd

        
      


        

     

 

       而且當b、 d 比例恆為定值時， : :BF FG GK 、 : :DH HE EI 、

: :CG GH HL、 

       : :AE EF FJ 之比例亦恆為定值。 

 
 

當b d 時(亦即該四邊形為平行四邊形) 

: : : :BF FG GK DH HE EI : : : :BF FG GK DH HE EI  : ( 1) :1n n n   

   五、任意梯形，令其中平行的兩邊為b和 d ，則原四邊形面積 4A  

       與第 ,n m 組同向切割線所切割出來的四邊形面積 4 ,n mA  之比值為： 

       4

4 ,n m

A x
A y 

  其中 

3 3 2 2 4 3 2 2 3 3 2 2 3( ) ( )( )x m n n m mn b mn n mn m n m n mn m n m            

H
G

F
E

J

I

K

L

B

CD

A



 38

3 8 7 2 6 6 2 7 8 2 2 3 2 2 3( 2 4 4 2 ) ( )b d n mn m n m n m m m b d mn n mn m n m            

3 2 2 3 3 3 3 2 2 4( ) ( ) 0n mn m n m bd m n n m mn d        

3 2 3 4 2 4 2 2 3 4 3 3( ) ( ) ( 2 4 ) ( )y m n n m b mn n m n m n m n m b d n m           

5 4 2 3 3 2 4 5 2 2 2 4 2 2 3( 2 4 ) ( ) ( 2 4n mn m n m n m n m b d mn n m n m n m n          

4 3 3 2 3 4) ( )m bd m n n m d    

且
2 2 2 2

4
2 3

4 ,

( )
( ) ( )n m

An m x n n m mn
n m A y n m 

  
  

 
 

   六、對任意四邊形（如下圖）。 

      4 , 4
2

n m
n mA AIE CKG BJF DLH A

n 


          

                       
 
   七、任意梯形第 ,n m 組同向切割線（如下圖），其同向切割線所截 

       出來的線段比例為： 

        

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 4 2 2 2

: : ( ) : ( ) ( )

( ) :

: : ( ) : ( ) ( )

( ) :

BF FG GK m n b mn n m mn bd mn n m b n n m bd

m n n m d m d m n bd

DH HE EI m n d mn n m mn bd m n n m b n n m bd

mn n m d m b m n bd

           
        


           


       

       

H

G

FE

K

J

I

L

A

B

D C
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3 2 3 2 2 2

3 2 2 2 2

3 2 3 2 2 2

3 2 2 2 2

: : : ( ) ( )( )

: ( )

: : : ( ) ( )( )

: ( )

CG GH HL mn d m nbd n n m d mn n m n m bd

m nb m n m mn bd

AE EF FJ mn b m nbd n n m b mn n m n m bd

m nd m n m mn bd

            
      


            

     

 

當b d 時(亦即該四邊形為平行四邊形) 

: : : :BF FG GK DH HE EI : : : :BF FG GK DH HE EI   

2: ( ) :mn n n m m   

                              

   八、任意正 r 邊形，其第 ,n m 組同向切割線。 

     
4 2 2 3

2
, 2

3602 cos( )

3602 cos( )

r

r n m

n n m n mA r
A

n mn mn
r

 

 

 

  
 




 

2 2

2
, (max)

, (min)

4
( )

1

r

r n m

r

r n m

A n mr
A n m

Ar
A

 

 

 
   


  



 

 

H G

F
E

K

J

I

L

B

CD

A
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附錄 

附錄一：第 2,1 組同向切割線 

 令 2

4 5( )
(2 1)

kf k
k





  | 0 1k k  有兩數 t、 r ，且 t r  

  ( ) ( )f t f r  

  2 2

4 5 4 5
(2 1) (2 1)

t r
t r
 

 
 

 

  
2 2

2 2

(4 5)(2 1) (4 5)(2 1)
(2 1) (2 1)

t r r t
t r

    


 
 

  2 2

( )(16 20 20 16) 0
(2 1) (2 1)

r t rt r t
t r

   
 

 
 

 ( ) ( )f t f r  

 2

4 5( )
(2 1)

kf k
k





  | 0 1k k  為一遞減函數 

 附錄二：第 3,1 組同向切割線 

 令  2

3 5( ) | 0 1
2( 1)

kf k k k
k


  


有兩數 t、 r ，且 t r  

 ( ) ( )f t f r  

  2 2

3 5 3 5
2( 1) 2( 1)

t r
t r
 

 
 

 

  
2 2

2 2

2( 1) (3 5) 2( 1) (3 5)
4( 1) ( 1)

r t t r
t r

    


 
 

  2 2

( )(3 5 5 7) 0
2( 1) ( 1)

r t rt r t
t r

   
 

 
 

 ( ) ( )f t f r  

  2

3 5( ) | 0 1
2( 1)

kf k k k
k


  


為一遞減函數 
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 附錄三：第 ,n m 組同向切割線 

 證  
4 2 2 3

22

( ) 2( ) | 0 1
2

n n m n mkf k k k
n mn mnk

 
  

   
之方法與附錄一、附錄二相同。 
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評語 

作者將最簡單的三角形同向分割面積比值問題，推廣至任意三角形同向分割

的面積比值問題，並且得到確切解。三角形的情形，得到完全解決。 

對於任意四邊形，這是一個難題。對於梯形的情況，作者得到了比值，它與

n, m 及平行邊長有關，有趣的是當梯形是平行四邊形時，該比值是最小的，如果

能證明它也是任意四邊形同向分割面積比值中最小的，會是有意義的工作。 
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